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《論　　文》

　

１

　本論では、Mas-colell=Whinston=Green（1995）における、アローの不

可能性定理とその証明および社会的選択関数に関する命題とその証明を解

説し、それらを基盤とし本文とは異なる系を導く。

２

　個人が選択可能な選択肢の集合をX とし、ｉ＝1,･･･,Ｉと表されるＩ人
のエージェントが存在するとする。また、

（１）反射律

任意のｘ∊X に対して、ｘ ｉｘが成立する。
（２）完備律

任意のｘ，ｙ∊X に対して、ｘ ｉｙまたはｙ ｉｘが成立する。
（３）推移律

任意のｘ，ｙ，ｚ∊X に対して、ｘ ｉｙかつｙ ｉｚならば、ｘ ｉｚ
が成立する。

　（１）～（３）すべてを満たす選好関係を合理的であるという。

　すべてのエージェントｉはX に関して合理的選好関係 ｉを持っており、
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ｉから得られる厳密な選好関係は ｉ、無差別な選好関係は～ｉによって示

される。さらに、X に関するすべての生じうる合理的選好関係の集合を
としている。また、異なる２つの選択肢は個人選好関係 ｉにおいて無差

別ではないという性質を持つような、X に関するすべての生じうる合理的
選好関係の集合を としている。 は の部分集合（ ⊂ ）である。以下

では、А＝ Ｉ、А＝ Ｉである最大領域に関して議論している。

定義21.C.1

　所与のА⊂ Ｉに関して定義される社会的厚生関数とは、許容領域А⊂
Ｉにおける個人合理的選好関係の任意のプロファイル（ １,･･･, Ｉ）に、

社会的選好関係として解釈される合理的選好関係Ｆ（ １,･･･, Ｉ）∊ を

あてる規則Ｆ：А→ であるとしている。

　すなわち、社会構成員の任意の合理的な個人選好関係を集計し、合理的

な社会的選好関係を形成できなければならないことが示されており、合理

的な個人選好に制約がないことが示されている。

定義21.C.2

　任意の選択肢のペア {ｘ，ｙ } ⊂X と任意の選好プロファイル（ １,･･･, 

Ｉ）∊Аに対して、すべてのｉがｘ ｉｙであるときはいつでもｘがｙよ
り社会的に選好される（ｘＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙ）ならば、社会的厚生関数
Ｆ：А→ はパレーティアンであるということにしている。

　すなわち、社会的厚生関数Ｆ：А→ はパレーティアンであるとは、社

会構成員全員がある選好関係をもつと社会的選好もその選好関係と一致す

ることが示されており、社会構成員の主権が示されている。

定義21.C.3

　任意の２つの選択肢 {ｘ，ｙ } ⊂X の間の社会的選好が同じ２つの選択
肢間の個人選好のプロファイルにのみ依存しているならば、領域Аに関し
て定義される社会的厚生関数Ｆ：А→ はペアワイズ独立性条件を満たす

ということにしている。形式的には、すべてのｉがｘ ｉｙ⇔ｘ ｉ´ｙで
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ｙ ｉｘ⇔ｙ ｉ´ｘである任意の選択肢のペア {ｘ，ｙ } ⊂X と任意の選
好プロファイルのペア（ １,･･･, Ｉ）∊Аと（ １´,･･･, Ｉ´）∊Аに対し
て、ｘＦ（ １,･･･, Ｉ）ｙ⇔ｘＦ（ １´,･･･, Ｉ´）ｙでｙＦ（ １,･･･, Ｉ）

ｘ⇔ｙＦ（ １´,･･･, Ｉ´）ｘである。ｘとｙのみに関する個人選好順序
がすべてのｉにとって ｉと ´の間で同じであるならば、ｘとｙのみに
関する社会選好順序はＦ（ １,･･･, Ｉ）とＦ（ １´,･･･, Ｉ´）の間で同じ

であることを示している。

　すなわち、領域Аに関して定義される社会的厚生関数Ｆ：А→ がペア

ワイズ独立性条件を満たすとは、任意の２つの選択肢 {ｘ，ｙ } ⊂X 間の
社会的選好はｘ，ｙ以外の選択対象に関する選好を考慮しないことが示さ
れている。

命題21.C.1 : （アローの不可能性定理）

　選択肢が少なくとも３種類あり、個人選好のプロファイルの領域АがА
＝ ＩであるかまたはА＝ Ｉであると仮定する。そうすると、パレーティ

アンでペアワイズ独立性条件を満たすすべての社会的厚生関数Ｆ：А→
は次の意味で独裁的である。任意の選択肢のペア {ｘ ,ｙ } ∊X と任意の
プロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аに対して、ある個人ｈがｘをｙより厳密
に選好する（ｘ ｈｙ）ときは常にｘがｙより社会的に厳密に選好される（ｘ
Ｆｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙ）ような１人のエージェントｈが存在する

（１）

。

　上記のような仮定をおくと独裁的なエージェントが存在することが言え

る。すなわち、社会的意思決定の過程で、定義 21.C.1、21.C.2、21.C.3で示

された条件と独裁的なエージェントが存在することのうち少なくとも１つ

は満たされない。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（1）　 社会的に選択される厳密な選好関係と同じ選好関係を持つ個人が存在することを

意味する。
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　アローの不可能性定理が証明されている。

証明

　Ｉを人数とみなすだけでなくエージェントの集合を表すとする。この証
明で使用する社会的厚生関数Ｆ：А→ は、パレーティアンでペアワイズ

独立性条件を満たすある１つの社会的厚生関数Ｆ：А→ であるとする。

また、以下では選択肢のペアと言うと常に別の選択肢であるとしている。

定義21.C.4

　所与のＦ（・）に対して、
（ⅰ）エージェントの部分集合Ｓ⊂Ｉに属するすべてのエージェントがｙ

よりｘを選好し、かつＳに属さないすべてのエージェントがｘより
ｙを選好するときはいつでもｘはｙより社会的に選好されるならば、
Ｓはｙよりｘが選好されることに関して決定的であるということに
している。

（ⅱ）Ｘに属する任意のペアｘ ,ｙに対して、Ｓはｙよりｘが選好される
ことに関して決定的であるならば、Ｓは決定的であるということに
している。

（ⅲ）Ｓに属するすべてのエージェントがｙよりｘを選好するときはいつでも、
ｙよりｘが社会的に選好されるならば、Ｓはｙよりｘが選好される
ことに関して完全に決定的であるということにしている。

　証明は選好順序を決定づける集合の構造を詳細に調べることによって以

下のように10段階に分けて行われている。ステップ１～３では、エージェ

ントのある部分集合が選択肢のある１つのペアの社会的選好順序が決まる

ことに関して決定的であるならば、そのエージャントの部分集合は選択肢

すべてのペアの社会的選好順序が決まることに関して決定的であることが

示されている。ステップ４～６では、社会的選好を決定づける集合の集合

に関するある代数学的性質を証明している。ステップ７と８では、１人の

エージェントによって形成される最小である社会的選好を決定づける集合
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が存在することを示すために上記の代数学的性質を用いている。ステップ

９と10では、そのようなエージェントが独裁者であることを示している。

ステップ１

　ある {ｘ，ｙ } ⊂X に対して、S ⊂Ｉがｙよりｘが選好されることに関
して決定的であるならば、ｘ以外の任意の選択肢ｚに対して、Ｓはｚより
ｘが選好されることに関して決定的である。同様に、任意のｚ≠ｙに対し
て、S はｙよりｚが選好されることに関して決定的である。
ステップ１の証明

　S がｙよりｘが選好されることに関して決定的であるならば、S がｘ以
外の任意の選択肢ｚよりｘが選好されることに関して決定的であることを
示している。

　ｚ＝ｙであるならば証明することはない。故に、ｚ≠ｙであると仮定す
る。すべてのｉ∊S がｘ ｉｙ ｉｚであり、すべてのｉ∊Ｉ S がｙ ｉｚ

ｉｘであるような選好プロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аを考える。S はｙよ
りｘが選好されることに関して決定的であるから、ｙよりｘが社会的に選
好される（ｘＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙ）。さらに、すべてのｉ∊Ｉがｙ ｉｚで
ありＦ（・）はパレーティアンであるから、ｙＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｚである。
故に、社会的選好の推移性より、ｚよりｘが社会的に選好される（ｘＦｐ（ １,･･･, 

Ｉ）ｚ）。したがって、ペアワイズ独立性条件より、S に属するすべてのエー
ジェントがｚよりｘを選好し、S に属さないすべてのエージェントがｘよ
りｚを選好するときはいつでも、社会的にｘはｚより選好される。すなわ
ち、S はｚよりｘが選好されることに関して決定的である。
　同様に、S がｙよりｘが選好されることに関して決定的であるならば、
S がｙよりｙ以外の任意の選択肢ｚが選好されることに関して決定的であ
ることを示す。

　ｚ＝ｘであるならば証明することはない。故に、ｚ≠ｘであると仮定す
る。すべてのｉ∊S がｚ ｉｘ ｉｙであり、すべてのｉ∊Ｉ S がｙ ｉｚ
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ｉｘであるような選好プロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аを考える。S はｙよ
りｘが選好されることに関して決定的であるから、ｙよりｘが社会的に選
好される（ｘＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙ）。さらに、すべてのｉ∊Ｉがｚ ｉｘで
ありＦ（・）はパレーティアンであるから、ｘよりｚが社会的に選好され
る（ｚＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｘ）。故に、社会的選好関係の推移性より、ｙよ
りｚが社会的に選好される（ｚＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙ）。ペアワイズ独立性
条件より、S に属するすべてのエージェントがｙよりｚを選好し、S に属
さないすべてのエージェントがｚよりｙを選好するときはいつでも、社会
的にｚはｙより選好される。すなわち、S はｙよりｚが選好されることに
関して決定的である。

ステップ２

　ある {ｘ，ｙ } ⊂Ｘに対して、S ⊂Ｉがｙよりｘが選好されることに関
して決定的でありｚは３つめの選択肢であるならば、ｗ∊X がｚではな
い任意の選択肢であるとすると、S はｗよりｚが選好されることとｚより
ｗが選好されることに関して決定的である。
　ステップ１より、S はｚよりｘが選好されることとｙよりｚが選好され
ることに関して決定的である。ところが、ステップ１を {ｘ，ｚ } とｗに
適用すると、ある {ｘ，ｚ } ⊂X に対して、S ⊂Ｉがｚよりｘが選好され
ることに関して決定的であるならば、ｚではない任意の選択肢ｗに対して、
S はｚよりｗが選好されることに関して決定的である。同様に、ステップ
１を {ｚ，ｙ } とｗに適用すると、ある {ｚ，ｙ } ⊂X に対して、S ⊂Ｉ
がｙよりｚが選好されることに関して決定的であるならば、ｚではない任
意の選択肢ｗに対して、S はｗよりｚが選好されることに関して決定的で
ある。

ステップ３

　ある {ｘ，ｙ } ⊂X に対して、S ⊂Ｉがｙよりｘが選好されることに関
して決定的であるならば、S は決定的である。
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　これはステップ２の結果とｘまたはｙとは別の選択肢 が存在すること

から導かれる。

　任意のペアｖとｗを考える。ｖ＝ｚまたはｗ＝ｚならば、ステップ２よ
り直接ステップ３を得る。ｖ≠ｚかつｗ≠ｚならば、ステップ２より、S
はｗよりｚが選好されることに関して決定的となる。さらに、ステップ１
より、ペア {ｚ，ｗ } ⊂X に対して、S ⊂Ｉがｗよりｚが選好されること
に関して決定的であるならば、任意のｖ≠ｗに対して、S はｗよりｖが選
好されることに関して決定的となる。

ステップ４

　S ⊂ＩとT ⊂Ｉが決定的であるならば、S ∩T は決定的である。
　任意の３つの異なる選択肢 {ｘ ,ｙ ,ｚ } ⊂X を考える。また、次のよ
うな選好関係を持つ選好プロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аを考える。S の
うちS とT の共通部分を除いた部分に属するすべてのｉ∊S （S ∩T）
はｚ ｉｙ ｉｘ、S とT の共通部分に属するすべてのｉ∊S ∩T はｘ ｉｚ

ｉｙである。さらに、T のうちS とT の共通部分を除いた部分の集合に
属するすべてのｉ∊T （S ∩T）はｙ ｉｘ ｉｚ、ＩのうちS またはT
の部分を除いた部分の集合に属するすべてのｉ∊Ｉ （S ∪T）はｙ ｉｚ

ｉｘである。S（＝［S （S ∩T）］∪（S ∩T））は決定集合であるから
ｚＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙである。同様に、T（＝［T （S ∩T）］∪（S ∩T））
は決定集合であるからｘＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｚである。故に、社会的選好の
推移性より、ｘＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙを得る。したがって、ペアワイズ独立
性条件より、S ∩T がｙよりｘが選好されることに関して決定的であり、
故にステップ３よりS ∩T が決定的である。
ステップ５

　任意のS ⊂Ｉに対して、S かその補集合 S ⊂Ｉのどちらか一方は決
定的である。

　任意の３つの異なる選択肢 {ｘ ,ｙ ,ｚ } ⊂X を考える。また、次のよ
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うな選好関係を持つ選好プロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аを考える。すべ
てのｉ∊S はｘ ｉｚ ｉｙ、すべてのｉ∊Ｉ S ⊂Ｉはｙ ｉｘ ｉｚである。
そうすると、ｘＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙであるかｙＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｘである
かの２つの可能性がある。前者の場合、ペアワイズ独立性条件より、S は
ｙよりｘが選好されることに関して決定的であり、故にステップ３よりS
は決定的である。後者の場合、パレーティアンの条件よりｘＦｐ（ １,･･･, 

Ｉ）ｚを得るから、選好関係の推移性よりｙＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｚを得る。
ところが、再びペアワイズ独立性条件を使うとＩ S はｚよりｙが選好さ
れることに関して決定的であり、故にステップ３よりＩ S は決定的である。
ステップ６

　S ⊂Ｉが決定的でありS ⊂T であるならば、T も決定的である。
　Ｉ T が決定的であると仮定する。ステップ４より、S ⊂ＩとＩ T ⊂
Ｉが決定的であるならば、空集合であるS ∩（Ｉ T）が決定的となる。よっ
て、Ｉ T は決定的ではない。故に、ステップ５よりT は決定的である。
ステップ７

　S ⊂Ｉが決定的でありS に２人以上の個人が含まれるならば、決定的で
あるS の厳密な部分集合S´（S´⊂S，S´≠S）が存在する。
　任意のｈ∊S を考える。S {ｈ } が決定的であるならば、S´＝S {ｈ }
と考えるとステップ７は言える。S {ｈ } が決定的でない場合には、ステッ
プ５より、Ｉ （S {ｈ }）＝（Ｉ S）∪ {ｈ } は決定的である。したがっ
て、ステップ４より、S ⊂Ｉと［（Ｉ S）∪ {ｈ }］⊂Ｉが決定的であるな
らば、{ｈ } ＝S ∩［（Ｉ S）∪ {ｈ }］も決定的である。{ｈ } はS の厳密
な部分集合であるからS´＝ {ｈ } と考えるとステップ７は言える。
ステップ８

　S ＝ {ｈ } が決定的であるような１人のｈ∊Ｉが存在する。
　社会的厚生関数Ｆ：А→ がパレーティアンであるから、すべてのエー

ジェントの集合Ｉは決定的である。ステップ７を繰り返し適用し、決定的
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である集合のメンバーを縮小し続けると、集合Ｉが有限であるから最終的
に決定的であるメンバーが１人になる。

ステップ９

　S ⊂Ｉが決定的であるならば、任意の {ｘ，ｙ } ⊂X に対して、S はｙ
よりｘが選好されることに関して完全に決定的である。
　任意のT ⊂Ｉ S に対して、S のすべてのエージェントがｙよりｘを選
好し、T のすべてのエージェントはｘがｙと少なくとも同じぐらい好まし
いと考え、その他のすべてのエージェントはｘよりｙを選好するときはい
つでも、ｘがｙより社会的に選好されることを証明する。このことを証明
するためにｘとｙとは別の第３の選択肢ｚ∊X を考える。ペアワイズ独
立性条件より、すべてのｉ∊S はｘ ｉｚ ｉｙ、すべてのｉ∊T はｘ ｉｙ

ｉｚ、すべてのｉ∊Ｉ （S ∪T）はｙ ｉｚ ｉｘである選好プロファイル（

１,･･･, Ｉ）∊Аを考える。ステップ６より、S ⊂Ｉが決定的でS ⊂（S ∪T）
であるからS ∪T も決定的である。よって、ｘＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｚである。
S は決定的であるからｚＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙである。故に、社会的選好の
推移性より、ｘＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙを得る。
ステップ10

　あるｈ∊Ｉに対してS ＝ {ｈ } が決定的であるならば、ｈは独裁的な者
である。

　ステップ８と９より、{ｈ } が決定的であるならば、任意のｙより任意
のｘが選好されることに関して完全に決定的である。すなわち、選好プロ
ファイル（ １,･･･, Ｉ）がｘ ｈｙであるようなものならば、ｘＦｐ（ １,･･･, 

Ｉ）ｙである。これはｈ∊Ｉが独裁的な者であることを意味する。

３

定義21.E.1

　任意の部分集合А⊂ Ｉが与えられると、Аに関して定義された社会的
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選択関数f：А→X はАの個人選好のあらゆるプロファイルに選択された
要素f（ １,･･･, Ｉ）∊X をあてるものであるとしている。
定義21.E.2

　任意のプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аに対して、選択f（ １,･･･, Ｉ）

∊X が弱いパレート最適であるならば、А⊂ Ｉに関して定義される社会

的選択関数f：А→X は弱いパレーティアンであるということにする。す
なわち、あるペア {ｘ，ｙ } ⊂X に対して、すべてのｉがｘ ｉｙであるな
らば、ｙ≠f（ １,･･･, Ｉ）である。

定義21.E.3

　すべてのｉとすべてのｙ∊X に対して、ｘ ｉｙ⇒ｘ ｉ´ｙならば、選
択肢ｘ∊X はプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊ Ｉから（ １´,･･･, Ｉ´）∊
Ｉに移行するときその位置を維持するということにしている。

定義21.E.4

　（ １,･･･, Ｉ）から（ １´,･･･, Ｉ´）に移行するときに選択された選択

肢ｘ＝f（ １,･･･, Ｉ）がその位置を維持する性質があるような任意の２

つのプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аと（ １´,･･･, Ｉ´）∊Аに対して、
f（ １´,･･･, Ｉ´）＝ｘを得るならば、А⊂ Ｉに関して定義される社会

的選択関数f：А→X は単調であるということにしている。
定義21.E.5

　すべてのプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аに対して、f（ １,･･･, Ｉ）は

ｈに関して最も選好される選択肢である（f（ １,･･･, Ｉ）∊ {ｘ∊X：す
べてのｙ∊X に対して、ｘ ｈｙ }）ならば、社会的選択関数f：А→X に
対してエージェントｈ∊Ｉが独裁的な者であるということにする。独裁的
な者を認める社会的選択関数のことを独裁的であるということにしている。

　А＝ Ｉである場合に、社会的選択関数f（ １,･･･, Ｉ）が独裁的である

とする。定義 21.E.2より、ある選択肢のペア {ｘ，ｙ } ⊂X に対して、す
べてのエージェントがｘ ｉｙであるならば、ｙ≠f（ １,･･･, Ｉ）である。
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すなわち、任意のプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аに対して、選択f（ １,･･･, 

Ｉ）∊X が弱いパレート最適であるから、А＝ Ｉに関して定義される独

裁的な社会的選択関数f（ １,･･･, Ｉ）は弱いパレーティアンである。また、

定義21.E.4より、（ １,･･･, Ｉ）から（ １´,･･･, Ｉ´）に移行するときに選

択された選択肢ｘ＝f（ １,･･･, Ｉ）がその位置を維持する性質があるよう

な任意の２つのプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аと（ １´,･･･, Ｉ´）∊А
に対して、f（ １´,･･･, Ｉ´）＝ｘを得る。よって、А＝ Ｉに関して定

義される独裁的な社会的選択関数f（ １,･･･, Ｉ）は単調である。

　А＝ Ｉである場合に、社会的選択関数f（ １,･･･, Ｉ）が独裁的であると

する。定義 21.E.2より、ある選択肢のペア {ｘ，ｙ } ⊂X に対して、すべ
てのエージェントがｘ ｉｙであるならば、ｙ≠f（ １,･･･, Ｉ）である。す

なわち、任意のプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аに対して、選択f（ １,･･･, 

Ｉ）∊X が弱いパレート最適であるから、А＝ Ｉに関して定義される独

裁的な社会的選択関数f（ １,･･･, Ｉ）は弱いパレーティアンである。また、

定義21.E.4より、（ １,･･･, Ｉ）から（ １´,･･･, Ｉ´）に移行するときに選

択された選択肢ｘ＝f（ １,･･･, Ｉ）がその位置を維持する性質があるよう

な任意の２つのプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аと（ １´,･･･, Ｉ´）∊А
に対して、f（ １´,･･･, Ｉ´）＝ｘを得る。よって、А＝ Ｉに関して定義

される独裁的な社会的選択関数f（ １,･･･, Ｉ）は単調である。

命題21.E.1

　選択肢の数が少なくとも３つあり、認められうる選好プロファイルの領

域がА＝ ＩかА＝ Ｉであると仮定する。そうすると、すべての弱いパレー

ティアンで単調な社会的選択関数f：А→X は独裁的である。
証明

　証明はアローの不可能性定理の系として得られる。このため、すべての

プロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аに対して、f（ １,･･･, Ｉ）を合理化する
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社会的厚生関数Ｆ（・）を導入する。それから、Ｆ（・）がアローの不可
能性定理の仮定を満たし、故にこの命題の結論が得られることを示している。

定義21.E.6

　X´⊂X とプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊ Ｉが与えられるとき、すべ

てのｉがｘ∊X´とｙ∉X´に関してｘ ｉ´ｙ、すべてのｘ ,ｙ∊X´
に関してｘ ｉｙ⇔ｘ ｉ´ｙならば、プロファイル（ １´,･･･, Ｉ´）は（

１,･･･, Ｉ）からX´をトップへ移動させるということにする。
　言葉で表現すると、X´に属するすべての選択肢間の選好順序を変化
させることなしにそれらの選択肢をトップへ移動させるだけで選好関係

ｉから ｉ´が得られるということである。X´に属さない選択肢の選好
順序は問われない。例えば、ｘ ｉｙ ｉｚ ｉｗならば、ｙ ｉ´ｗ ｉ´ｚ ｉ

´ｘによって定義される選好関係 ｉ´は ｉから {ｙ，ｗ } ⊂X´をトッ
プへ移動させていることになる。また、（ １´,･･･, Ｉ´）が（ １,･･･, Ｉ）

からX´をトップへ移動させるならば、すべてのｘ∊X´は（ １,･･･, 

Ｉ）から（ １´,･･･, Ｉ´）へ移行するときその位置を維持することになる。

以下証明が７段階で行われている。

ステップ１

　プロファイル（ １´,･･･, Ｉ´）∊Аと（ １´,･･･, Ｉ´）∊Аは（ １,･･･, 

Ｉ）からX´⊂X をトップへ移動させるならば、f（ １´,･･･, Ｉ´）＝f
（ １´,･･･, Ｉ´）である。

　すべてのｉとｘ∊X´に対して、{ｙ∊X：ｘ ｉ´ｙ }＝ {ｙ∊X：ｘ ｉｙ }
＝ {ｙ∊X：ｘ ｉｙ }∪X X´である。弱いパレートの性質より、f（ １´,･･･, 

Ｉ´）∊X´である。こうして、（ １´,･･･, Ｉ´）から（ １´,･･･, Ｉ´）

へ移行するときf（ １´,･･･, Ｉ´）∊X´はその位置を維持する。故に、
f（・）の単調性より、f（ １´,･･･, Ｉ´）＝f（ １´,･･･, Ｉ´）である。

ステップ2

　Ｆ（ １,･･･, Ｉ） を定義する。
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　すべてのプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аに対して、X に関するある２
項関係Ｆ（ １,･･･, Ｉ）を定義する。特に、ｘ＝ｙであるか、（ １´,･･･, 

Ｉ´）∊Аが {ｘ，ｙ } ⊂X を（ １,･･･, Ｉ）からトップへ移動させる任意

のプロファイルであるときにｘ＝f（ １´,･･･, Ｉ´）であるならば、ｘＦ（

１,･･･, Ｉ）ｙであるとする。これが {ｘ，ｙ } ⊂X を用いたＦ（ １,･･･, Ｉ）

の定義である。ステップ１より、選択される特定のプロファイル（ １´,･･･, 

Ｉ´）から独立にうまく定義されている。

ステップ３

　すべてのプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аに対して、Ｆ（ １,･･･, Ｉ）は

合理的選好関係である。

　さらに、どの２つの異なる選択肢も社会的に無差別ではない（Ｆ（ １,･･･, 

Ｉ）∊ ）。

　f（・）は弱いパレーティアンであるから、（ １´,･･･, Ｉ´）は {ｘ，ｙ }
を（ １,･･･, Ｉ）からトップへ移動させるとき、f（ １´,･･･, Ｉ´）∊ {ｘ，ｙ }
でなければならない。故に、ｘＦ（ １,･･･, Ｉ）ｙであるかｙＦ（ １,･･･, Ｉ）

ｘであるが、ステップ１よりｘ＝ｙでないならば両方は満たされず、どの
２つの異なる選択肢も社会的に無差別ではない（Ｆ（ １,･･･, Ｉ）∊ ）。特に、

Ｆ（ １,･･･, Ｉ）の完備性が言えている。

　Ｆ（ １,･･･, Ｉ）の推移性を証明するために、ｘＦ（ １,･･･, Ｉ）ｙかつ
ｙＦ（ １,･･･, Ｉ）ｚであると仮定する。{ｘ，ｙ，ｚ } は異なる３つの選
択肢であると仮定する。（ １,･･･, Ｉ）∊Аは {ｘ，ｙ，ｚ } を（ １,･･･, Ｉ）

からトップへ移動させるプロファイルであるとする。f（・）は弱いパレー
ティアンであるから、f（ １,･･･, Ｉ）∊ {ｘ，ｙ，ｚ } をえる。
　仮にｙ＝f（ １,･･･, Ｉ）であると仮定する。{ｘ，ｙ } を（ １,･･･, Ｉ）

からトップへ移動させるプロファイル（ １´,･･･, Ｉ´）∊Аを考える。（

１,･･･, Ｉ）から（ １´,･･･, Ｉ´）へ移行するときｙはその位置を維持す
るから、社会的選択関数f（・）の単調性より、f（ １´,･･･, Ｉ´）＝ｙ
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である。ところが、（ １´,･･･, Ｉ´）はまた（ １,･･･, Ｉ）から {ｘ，ｙ }
をトップへ移動させたプロファイルでもある。すなわち、（ １,･･･, Ｉ）か

ら（ １´,･･･, Ｉ´）へ移行するとき、トップ２つの選択肢ｘとｙの選好
順序は変化していない。（ １´,･･･, Ｉ´）においてｙ ｉｘであるから、（

１,･･･, Ｉ）においてもｙ ｉｘであったはずである。故に、ｙＦ（ １,･･･, 

Ｉ）ｘと言える。このことはｘＦ（ １,･･･, Ｉ）ｙ，ｘ≠ｙという仮定に矛
盾する。故に、ｙ≠f（ １,･･･, Ｉ）である。

　同様に、仮にｚ＝f（ １,･･･, Ｉ）であると仮定する。{ｙ，ｚ } を（ １,･･･, 

Ｉ）からトップへ移動させるプロファイル（ １´,･･･, Ｉ´）∊Аを考える。（

１,･･･, Ｉ）から（ １´,･･･, Ｉ´）へ移行するときｚはその位置を維持す
るから、社会的選択関数f（・）の単調性より、f（ １´,･･･, Ｉ´）＝ｚ
である。ところが、（ １´,･･･, Ｉ´）はまた {ｙ，ｚ } を（ １,･･･, Ｉ）か

らトップへ移動させたプロファイルでもある。すなわち、（ １,･･･, Ｉ）か

ら（ １´,･･･, Ｉ´）へ移行するとき、トップ２つの選択肢ｘとｙの選好
順序は変化していない。（ １´,･･･, Ｉ´）においてｚ ｉｙであるから、（

１,･･･, Ｉ）においてもｚ であったはずである。故に、ｚＦ（ １,･･･, 

Ｉ）ｙと言える。このことはｙＦ（ １,･･･, Ｉ）ｚ，ｙ≠ｚという仮定に矛
盾する。故に、ｚ≠f（ １,･･･, Ｉ）である。

　残された唯一の可能性はｘ＝f（ １,･･･, Ｉ）である。（ １´,･･･, Ｉ´）

∊Аは {ｘ，ｚ } を（ １,･･･, Ｉ）からトップへ移動させるとする。（ １,･･･, 

Ｉ）から（ １´,･･･, Ｉ´）へ移行するとき、ｘはその位置を維持するの
でｘ＝f（ １´,･･･, Ｉ´）となる。ところが、（ １´,･･･, Ｉ´）はまた {ｘ，
ｚ } を（ １,･･･, Ｉ）からトップへ移動させたプロファイルでもある。よっ

て、ｘＦ（ １,･･･, Ｉ）ｚとなり推移性が証明されている。
ステップ４

　社会的厚生関数Ｆ：А→ はf：А→X を合理化する。すなわち、すべ
てのプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊Аに対して、f（ １,･･･, Ｉ）はX にお
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けるＦ（ １,･･･, Ｉ）に対する最も選好される選択肢である。

　このことは、Ｆ（・）がf（・）から構築されているので直観的に言える。
ｘ＝f（ １,･･･, Ｉ）であるとし、ｙ≠ｘが任意の他の選択肢であるとする。
{ｘ，ｙ } を（ １,･･･, Ｉ）∊Аからトップへ移動させるプロファイル（ １

´,･･･, Ｉ´）∊Аを考える。（ １,･･･, Ｉ）から（ １´,･･･, Ｉ´）へ移行

するときｘはその位置を維持するから、ｘ＝f（ １´,･･･, Ｉ´）を得る。

故に、ｘＦ（ １,･･･, Ｉ）ｙである。ステップ２のＦ（ １,･･･, Ｉ）の定義

とステップ３のどの２つの異なる選択肢も社会的に無差別ではない（Ｆ（

１,･･･, Ｉ）∊ ）ことからステップ４は言えている。

ステップ５

　社会的厚生関数Ｆ：А→ はパレーティアンである。
　すべてのｉがｘ ｉｙであるならば、f（・）がパレーティアンであるから、
（ １´,･･･, Ｉ´）が {ｘ，ｙ } を（ １,･･･, Ｉ）からトップへ移動させると

きはいつでもｘ＝f（ １´,･･･, Ｉ´）でなければならない。故に、ｘＦ（

１,･･･, Ｉ）ｙであり、ステップ３のどの２つの異なる選択肢も社会的に無
差別ではない（Ｆ（ １,･･･, Ｉ）∊ ）ことよりｘＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙであり、
Ｆ：А→ はパレーティアンであると言えている。

ステップ６

　社会的厚生関数Ｆ：А→ はペアワイズ独立性条件を満たす。
　これはステップ１から導かれる。すべてのｉが {ｘ，ｙ }に関して（ １,･･･, 

Ｉ）∊Аと（ １´,･･･, Ｉ´）∊Аの間で同じ選好順序をもっているとする。
（すなわち、すべてのｉにとってｘ ｉｙ⇔ｘ ｉ´ｙである。）（ １,･･･, Ｉ）

∊Аは（ １,･･･, Ｉ）から {ｘ，ｙ } をトップへ移動させると仮定し、例え
ば、ｘ＝f（ １,･･･, Ｉ）であると仮定する。そうすると、ｘＦ（ １,･･･, Ｉ）

ｙである。ところが、（ １,･･･, Ｉ）は {ｘ，ｙ } を（ １´,･･･, Ｉ´）から

トップへ移動させたプロファイルでもある。故に、ｘＦ（ １´,･･･, Ｉ´）

ｙである。選択肢の任意のペア {ｘ，ｙ } ⊂X と、すべてのｉにとってｘ
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ｉｙ⇔ｘ ｉ´ｙという性質をもつ任意の選好プロファイル（ １,･･･, Ｉ）

∊Аと（ １´,･･･, Ｉ´）∊Аに対して、ｘＦ（ １,･･･, Ｉ）ｙ⇔ｘＦ（ １

´,･･･, Ｉ´）ｙであるから、Ｆ：А→ はペアワイズ独立性条件を満たす。
ｙ＝f（ １,･･･, Ｉ）であると仮定する場合も同様に証明できる。

ステップ７

　社会的選択関数f：А→X は独裁的である。
　アローの不可能性定理より、すべてのプロファイル（ １,･･･, Ｉ）∊А
に対して、ｘ ｈｙであるときはいつでもｘＦｐ（ １,･･･, Ｉ）ｙであるよう
なエージェントｈ∊Ｉが存在する。故に、ステップ４によりX に関するＦ（

１,･･･, Ｉ）に対して最も選好される選択肢であると言えるf（ １,･･･, Ｉ）

がまたｈにとって最も選好される選択肢でなければならない。すなわち、
すべてのｘ∊X に対してf（ １,･･･, Ｉ） ｈｘである。故に、エージェン
トｈは独裁的である。

４

　３節の命題の系を導く。

系

　選択肢の数が少なくとも３つあり、認められうる選好プロファイルの領

域がА＝ ＩかА＝ Ｉであると仮定する。情報の非対称性が存在する２つ

の社会において、それぞれに弱いパレーティアンで単調な異なる社会的選

択関数f：А→X が選択されているとする。それら２つの社会構成員が協
力し新たな１つの組織として、もとの組織内において選択されていたどち

らか一方の弱いパレーティアンで単調な社会的選択関数f：А→X を選択
しなければならないとする。このとき、新たな１つの組織においてある１

人の独裁的な者が存在してしまう。

　また、もとの組織内において選択されていた弱いパレーティアンで単調

な社会的選択関数f：А→X によって、新たな組織の状況がパレート効率
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的であるとは言えず、任意の個人の効用は時間の経過に伴い上昇しうるが、

ただちに上昇するとは限らない。

証明

　３節の命題より、情報の非対称性が存在する２つの社会において選択さ

れている、弱いパレーティアンで単調な社会選択関数f：А→X はいずれ
も独裁的である。また、３節の命題より、それら２つの社会構成員が協力

し新たな１つの組織において選択される、もとの組織内において選択され

ていたどちらか一方の弱いパレーティアンで単調な社会的選択関数f：А
→X も独裁的である。
　また、もとの組織内において選択されていた弱いパレーティアンで単調

な社会的選択関数f：А→X によって、それぞれの組織の状況がパレート
効率的であるとは限らない。さらに、それら２つの社会的選択関数f：А
→X は、情報の非対称性が存在する２つの社会において選択されている
社会的選択関数f：А→X であるから一致するとは限らない。したがって、
新たな１つの組織において選択される弱いパレーティアンで単調な社会的

選択関数f：А→X は、もとの組織内において選択されていた社会的選択
関数f：А→X と一致するとは限らない。
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